opracowal Maciej Grzesiak

Analiza wektorowa

1. Funkcje wektorowe

1.1. Funkcje wektorowe na plaszczyznie

Wektor 7 = xi + y} nazywamy wektorem wodzgcym punktu (x,y). Jesli x oraz y sa funkcjami
czasu, tj. x = z(t), y = y(¢), to
(t) = x(t)i+y(t)J,

jest wektorowa funkeja czasu. Przy zmieniajacej sie wartosci ¢ wektor 7(t) zakredla krzywa na
plaszczyznie. Mozna ja réwnowaznie okreslié para funkeji rzeczywistych x = x(¢), y = y(t).
Taki uktad réownosci nazywamy réwnaniami parametrycznymi krzywej.

Wiele pojeé znanych dla funkcji liczbowych przenosi si¢ na funkcje wektorowe. Np.

lim 7(t) = lim z(t)i + }im y(t)].

t—a t—a

—

Funkcje wektorowa nazywamy ciagta w punkcie a, jesli lim;—., #(t) = 7(a). Réwnowaznie,
oznacza to, ze obie funkcje z(t), y(t) sa ciagle w punkcie a.
Mozna tez okresli¢ pochodna:

oczywiscie tylko wtedy, gdy ta granica istnieje. Wtedy
(1) = 2/ (8)i + o/ ()]

Gdy At — 0, to wektor W staje sie coraz bardziej styczny do krzywej. Uzasadnione
jest wiec nazwanie wektora 7’ (tg) wektorem stycznym do krzywej 7(t) w punkcie to.
Zbiér punktéw
(to) + 7' (to)(t —to), tER,
jest prosta styczna do krzywej 7(t) w punkcie tg.
Przyktad. Rozwazmy krzywa okreélona rownaniami z = t+2, y = (t—1)? (lub réwnowaznie

-,

7(t) = (t42)i+(t—1)27). Znajdziemy styczng w punkcie odpowiadajacym parametrowi ¢ = 2.
Mamy 7(2) = 4i+ 7, 7/(t) =i+ 2(t — 1)j oraz 7'(2) =i + 2j. Zatem réwnanie stycznej to:

F(t) =40+ 7+ ([ +27)(t —2) = (t+2)i + (2t — 3)7,
lub inaczej: x = t + 2, y = 2t — 3; albo jeszcze inaczej: y = 2(t +2) —7=2x — 7.

W zastosowaniach fizycznych pochodna 7#/(¢) interpretujemy jako wektor predkosci ruchu
punktu, ktérego polozenie okresla funkcja 7(t). Wartos$¢ tej predkosci jest dlugoscia wektora:

v =18 = [F'(O)] = V& O + 5/ (1)

7 kolei pochodna predkosci jest przyspieszeniem:

a)=v'(t) =7"(t) = —5i+ =57



Przykltad. Ruch czgstki opisany jest réwnaniem 7(t) = 2cost - i + sint - j. Znalezé wekto-
ry predkosci i przyspieszenia oraz wartosci tych wektorow. Wskazaé punkty, w ktérych te
wartosci sa najwigksze i najmniejsze.

T=7'(t) = —2sint - i+ cost - J,

v=V4sin®t + cos?t = \/4—30082t,

a(t) = —2cost-i—sint- '

a=V4cos?t +sin?t = \/4—3sin2t7

1.2. Wektory w przestrzeni

Funkcje wektorowa w przestrzeni okreslamy analogicznie jak na plaszczyznie:
7(t) = 2(t)i + y(t)] + 2(t)k.
Tak jak poprzednio okreslamy pochodna:

ar . Tt+ At — (1)
== Jim o ——,

i mamy

FI(t) = 2/ (t)i + ' (£)] + 2/ (t)F.

Wektor 7/ (o) jest wektorem stycznym do krzywej 7(t) w punkcie tg. W interpretacji fizycznej
ten wektor jest predkosdcia. Wartos¢ tej predkosci to:

v=10] =7 ()] = V' ()2 +y/(t)? + 2/ ()2

Warto zwréci¢ uwage, ze przy obliczaniu pochodnej iloczynu mamy zawsze zwykly wzér,
chociaz iloczyny moga by¢ rozmaite:
— iloczyn funkcji skalarnej i wektorowej:

_df i

d . du
S = St + 05

— 1iloczyn skalarny funkcji wektorowych:

dy. o N di
— iloczyn wektorowy funkcji wektorowych:

d du dv

- (U(t) X ﬁ(t)) - d%‘ x (L) + @(t) x dilf
Przykltad. Wykazaé, ze jedli na cialo o masie m, poruszajace sie po krzywej okreslonej
funkcja 7(¢) dziala sila centralna F(z,y, z), to

a) moment pedu jest staly
b) cialo pozostaje stale w jednej plaszczyZnie.

—

= —
4T 'moment pedu to L = #xm7,

Rozwigzanie. Przypomnijmy, ze ped okreslamy jako mv = m gy,
— _
a moment sily to N =7 x F.

7 drugiej zasady dynamiki wiemy, ze

d?r =
a7
stad po pomnozeniu przez ¥ mamy
L d L =
mrx — =7 X
dt



Ale

CNPNEI. B N PN < PN <
d dt/ dt © dt dt dt’
wiec
d dr
&<F><mdf:>:77><?,
czyli
df —
— = N.
dt

—
Moment sily jest wiec pochodng momentu pedu. Jezeli sita F' jest centralna (tzn. skierowana
wzdluz promienia), to N =7 x F = 0, wiec

dL
— =0
dt ’

N

a zatem L =const. -

W szczegblnosci nie zmienia sie kierunek wektora L, a wiec ruch odbywa sie stale w jednej
—

plaszczyZnie (prostopadlej do wektora L ).

1.3. Pochodna kierunkowa

Pochodna funkcji f(x,y) w kierunku wektora ¢ = [v1,vs] jest obliczana tak, ze punkty
(zo + tv1,yo + tvs) przebiegaja prosta wyznaczona przez (g, yo) i wektor . Wersor tego
wektora to @ = [cos «, sin ], gdzie « jest katem jaki wektor ¥ tworzy z osig Oz. Zatem prosta
ma réwnania parametryczne

x=mxg+scosqa, y=1yo+ ssina, se€R.
A wige f(z,y) = f(x(s),y(s)) jest funkcja jednej zmiennej oraz
df _df _of dz  Of dy _ of

_-— 4+ = = cosa—i—gsina
di  ds Ox ds Oy ds Ox Ay '

Prawa strona jest wiec iloczynem skalarnym wektoréw

of [Of O

Vf def L?fjxc’ %}7 [cos a, sin a].
Symbol V czytamy: nabla.

Zatem gdy ¢ jest katem miedzy wektorami v'i V f, to

L= 9111l cosip =] - cosep

S

gdyz |u| = 1.

Poniewaz cosp = 1 gdy ¢ = 0, wiec pochodna ma warto$¢ maksymalna gdy « ma ten
sam kierunek co Vf. Wynika stad, ze wektor Vf wskazuje kierunek, w ktérym funkcja
ro$nie najszybciej (a ponadto predkosé tego wzrostu dana jest przez dlugo$é wektora Vf).
Analogicznie, wektor —V f wskazuje kierunek, w ktérym funkcja najszybciej maleje.
Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ pochodna kierunkowa w przestrzeni. Jezeli f(x,y, z) jest
funkeja trzech zmiennych, to pochodna w kierunku wektora ¢ = [vy, ve, v3] obliczamy tak, ze
punkty (zq + tvy, yo + tve, 20 + tvs) przebiegaja prosta wyznaczona przez (xo, Yo, 20) 1 wersor
@ = [cos a, cos 3, cos ], gdzie a, (3, v sa katami jaki wektor ¢ tworzy z osia Ox. Zatem prosta
ma réwnania

T =x9+ scosa, y =1+ scosf, z=zy+ cosy.
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A wige f(z,y,2) = f(x(s),y(s), 2(s)) jest funkcja jednej zmiennej oraz

ds Oz ds Oy ds 0z ds Ox cosa Ay o8 5, 7
Uwaga. Wyrazenie
-0 -0 =0

nazywamy wektorowym operatorem rozniczkowania lub operatorem nabla. Nie ma on sensu
bez obiektu na ktory dziala, ale jest uzywany formalnie jako wektor.

2. Pole wektorowe

2.1. OkreS$lenie i przyklady

Definicja 1. Jezeli kazdemu punktowi obszaru (plaskiego lub przestrzennego) odpowiada
—

okreslony wektor F', to méwimy, ze w obszarze okreslone jest pole wektorowe (lub, ze obszar

jest polem wektorowym).

Wspdlrzedne wektora pola sa funkcjami wspétrzednych (z,y, z) punktu zaczepienia wektora
FI:P(‘T7y7'Z)7 EJ:Q(xaywz)a Fz :R(:Cayvz)

Przyktady:

— = -
1. Opisaé pole F (x,y) = —yi + xj.
Zacznijmy od tabelki:

(_171? ‘ (_?17_ﬁl> (1’ _l)

S A I Y

(07}) ‘ (170) ‘ (07_1> ‘ (_170) ‘ (171)

(z,y) | |
F(z,y) | T T =T
Zaznaczajac wektory na plaszczyznie tak, ze wektor ?(x, y) zaczepiamy w punkcie (x,y) uzy-
skujemy graficzng ilustracje pola. Pole to mozna interpretowaé jako pole predkosci punktow
obracajacego sie kota.

2. Pole grawitacyjne. Jezeli w poczatku ukladu znajduje sie masa M, to zgodnie z prawem
grawitacji Newtona dziala ona na cialo o masie m umieszczone w punkcie P(z,y, z) z sila

— Mm
F(J%yaz) =-G |7;12 Uu,

1

gdzie G jest stala grawitacji, 7 jest wektorem wodzacym punktu P, a @ = G 7.

3. Pole elektryczne. Jezeli w poczatku uktadu znajduje si¢ tadunek punktowy @, to zgodnie
z prawem Coulomba dziala ona na tadunek ¢ umieszczony w punkcie P(z,y, z) z sila

Qq

_
F(z,y,z) = km—Qu,

gdzie k jest stala elektrostatyczng, 7 jest wektorem wodzacym punktu P, a @ = \71*-|F'

Ogdlniej, uktad N ladunkéw ¢; umieszczonych w punktach P;(z;,y;, z;) dziala na ladunek ¢
umieszczony w punkcie P(z,y, z) z sila

Inne pola to np. pole magnetyczne, pole predkosci przepltywu cieczy, pole predkosci wiatru.
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Pola 2 i 3 opisane wyzej to tzw. pola centralne. Jest to takie pole, ze jezeli poczatek uktadu
wspolrzednych umieScimy w centrum pola, to

F() = 500"

gdzie 7 jest wektorem wodzacym punktu, f(r) jest dowolna funkcja skalarna zalezna jedynie
od odleglosci r od centrum pola. Wartosé wektora pola jest wiec identyczna dla wszystkich
punktéw polozonych w réwnej odlegloéci od centrum; gdy funkcja f(r) jest dodatnia, to
wektory pola w odlegtosci r sa ulozone na sferze o promieniu r i sa skierowane od centrum,;
gdy funkcja f(r) jest ujemna — to wektory pola sa skierowane do centrum.

2.2. Praca silty

— —
Sktadowa sity F' w kierunku wektora v jest to rzut F' na o$ v. Wynosi ona

—
Fov,

—5 V.
|02

Dlugosé tego wektora to }T golﬁ.

Gdy sila przesuwa obiekt o ||, to praca wynosi

Zatem réwniez w tym przypadku:
praca = sila o przesuniecie,

z tym, ze mnozenie oznacza w tym przypadku iloczyn skalarny.

Jezeli sila zmienia sie, to jest reprezentowana przez pole wektorowe F. Przesuniecie takze
moze by¢ zmienne, gdyz obiekt moze si¢ przemieszczaé wzdluz krzywej (plaskiej badz prze-
strzennej). Przypu$émy, ze droga jest okreslona funkcja wektorowa 7(t). W kazdym punkcie
drogi "maly” wektor styczny 7' At jest aproksymac‘]_'z} przemieszczenia w czasie At bliskim 0.

Zatem praca w tym czasie w przyblizeniu wynosi F' o 7/ At, a praca calkowita w przedziale

czasu [to, t1] to calka
t1 —
/ For'dt.
to

Mozna to zapisa¢ w réznych postaciach:

t1_> —
/ FoF’dt:/Fdﬁ
to C
gdzie d7 =7’ dt, lub

tl_> ~ tl_) ,F‘/ . tl_) =, s
/ For'dt:/ Fo—|r’|dt:/ FoT|T|dt:/Fons,

to to ‘FI‘ to C

gdzie T jest jednostkowym wektorem stycznym, d s = |7/| d t rézniczka przesuniecia, a C' jest
droga obiektu.

— - - -
Jezeli F = P(x,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k, to mozna tez napisaé:

/Cﬁf’dt = [o(P.Q.R)o(2',y,7)dt = [ (P92 + Q%L + R42)dt =
= JoPdz+ [,Qdy+ [, Rdz,

i podobnie dla przypadku dwuwymiarowego.



2.3. Gradient

Definicja 2. Niech V = V(z,y, z) bedzie funkcja skalarna. Wektor o wspétrzednych

v

oV ov
e R

F oy T

Q

nazywamy gradientem skalara V i piszemy F = grad V lub VV.

Zatem V. V. ov
AV = 227+ 227+ 20k
gradV 8xl+3y]+8z

Funkcje V' nazywamy wtedy potencjalem pola F. Natomiast pole nazywamy potencjalnym
lub zachowawczym.

Przyktad. Niech r = /22 + 92 + 22. Wtedy

=13y

gradr = Eer Ej’+ EE: ,
r r r

czyli gradient jest wersorem zgodnie skierowanym z wektorem 7 = [z, y, z].

Zbiér wszystkich punktéw M (x,y,z) majacych ten sam potencjal ¢ tworzy powierzchnie

V(x,y, z) = c. Takie powierzchnie nazywamy ekwipotencjalnymi.

Rozpatrzmy krzywa regularng x = ¢(t),y = ¥(t), 2 = w(t) lezaca na powierzchni ekwipoten-

cjalnej, tzn.

Vier V(@(t)a 1/1(75)»‘*1@)) =¢

gdzie ¢ jest pewng stala. Stad, po zrézniczkowaniu wzgledem ¢:

W do OV dv OV
Or dt oy dt 0z dt
czyli wektory gradV i ¢ = [%, %’ ‘é—j] sa prostopadle. Zatem gradient jest wektorem

prostopadlym do powierzchni ekwipotencjalnej.

2.4. Rotacja

Motywacja fizyczna. Rozwazmy pole wektorowe ? = [P, Q, R] ktére mozna sobie wyobra-
zi¢ jako przeplyw cieczy. Wyobrazmy tez sobie, ze do cieczy wkladamy matla turbinke. Jezeli
w cieczy wystepuje wir, to po wlozeniu turbinki w érodek wiru zacznie sie ona obraca¢. Ogol-
niej, jezeli wystepuje réznica w predkosci przepltywu miedzy jedna strona turbinki a druga, to
spowoduje to ruch turbinki. Np. w rzece predko$é¢ przeplywu jest na ogédt wigksza w $rodku
nurtu, wiec turbinka umieszczona w rzece (z osia pionowa, czyli inaczej niz np. w mtynie, gdzie
o$ jest pozioma) bedzie sie obracaé¢. Pole wykonuje wtedy prace, ktérej wielkosé zalezy od
zawirowan przeplywu. Te prace wykonana wzdluz krzywej zamkniete] nazwiemy cyrkulacjg
pola wzdluz tej krzywej.

Aby zbudowaé¢ model matematyczny rozwazmy dla uproszczenia tylko jedna sktadowsg kra-
zenia, te w plaszczyznie Oxy. Rozwazmy maly prostokat w tej ptaszczyznie, z jednym wierz-
chotkiem (z,yo) 1 przeciwleglym mu po przekatnej wierzcholkiem (z¢ + dzx, yo + dy). Przy
obliczaniu pracy pola wokél tego prostokata powinnismy catkowaé sktadowa pola F réwnole-
gla do kazdej krawedzi po wszystkich czterech bokach prostokata. A zatem musimy catkowaé
Fodr po konturze prostokata, gdzie d 7 jest przyrostem wektora wodzacego 7 wzdluz kra-
wedzi. Kierunek w jakim poruszamy sie po konturze ma znaczenie; przyjmijmy, ze jest to
obieg dodatni czyli przeciwny do wskazdéwek zegara. Zatem d 7 = dzi na dolnej krawedzi oraz
d7 = —dxi na goérnej, d7 = dyj na prawej, d7 = —dyj na lewej krawgdzi._}Ruch powoduja
sktadowe pola styczne do kierunku, a wigc nalezy obliczaé iloczyn skalarny F od . Sktadowe
P i @ sa funkcjami z,y, wiec mozna wykorzystaé rézniczke. Dokladniej, w punkcie (zg, yo)
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jest P = P(x0,0), a w (0,90 + dy) jest P = P(xo,yo + dy) =~ P(z0,y0) + 5 dy. Zatem
”wklad” do calki z krawedzi dolnej i gérnej wynosi

OP oP
P(xo,y0)dz + (P(z0,y0) + ?ydy)(—dx) = —Fydl”di%
Analogicznie, wkiad z krawedzi lewej i prawej to:
oQ _0Q
Q (0, y0)(—dy) + (Q(wo, yo) + 5~-dz)dy = == ddy.
Dodajac obie czesci otrzymujemy
0Q 0P
— — — )dxdy.
((%v 8y) ray
Gdy podzielimy przez drdy otrzymujemy cyrkulacje na jednostke powierzchni jako
9Q _op
Oxr Oy’

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla pozostalych plaszczyzn uktadu Ozyz otrzymu-
jemy analogiczne wyniki. To uzasadnia nastepujaca definicje.

Definicja 3. Rotacjq (wirowoscig) pola F = [P, @, R] nazywamy wektor o wspdlrzednych:
OR 0Q 0P OR 0Q 0P

dy 0z 0z 90z’ Oxr Oy’
— —
Oznaczenie rot F' lub curl F'.

FLatwiejszy do zapamietania jest nastepujacy wzor

— —
rot ' =V x F =

v S
QFou
5 Yo =

N
Pole wektorowe takie, ze rot F' = 0 nazywamy bezwirowym.

Przyktlad. Niech F = grad V. Wtedy

PV VN, 0V PV [PV PV -
ot F = (828y - aya,z)Z (axaz - 82896)] + (ayﬁx - 8x8y)k =0

Zatem pole majace potencjal jest bezwirowe. Mozna wykazaé, ze takze na odwrdt: pole
bezwirowe ma potencjal.

2.5. Dywergencja

Definicja 4. Dywergencjq (rozbieznoécig) pola F = [P, Q, R] nazywamy skalar:

.= 9P  9Q OR
leF7%+87y+E'

Twierdzenie 1. divrot F = 0

Pole wektorowe takie, ze div F=0 nazywamy bezZrodtowym.
— — —

Przyktad. Obliczyé¢ div F irot F', gdy F = [y?, 22, 2y].

- - S 0y 022 0
div(y%—i—z%—i—acyk)z%—&—a—z—i—%:()



)

—
— o)
rot F' = 9z
)

Oznaczenia. Wiemy juz, ze operator

=(z— Zz)ff yj — QyE.

[25)
oo
& Yo ™

0 - 3—, 0 -

nazywamy operatorem nabla. Wtedy mozemy pisaé

gradV =VV (1)
— —
rot F =V x F (2)
R —
divF =VoF (3)
Natomiast operator
A 0? 0? 0?
a2 o7y o7

nazywamy operatorem rézniczkowym Laplace’a lub laplasjanem.

Wykazemy teraz pewna wlasnos¢, ktora ma zaréwno centralne pole grawitacyjne jak i elek-
tryczne.

Lemat 1. Wykazaé, ze dla pola F = %7”, gdzie A jest stalg, ¥ = xi + y;'—l— 2k orazr = |7]
zarowno dywergencja, jok i rotacja jest rowna 0.

Dowdd. Dla uproszczenia zapiséw zauwazmy najpierw, ze

0 0 1
L—3 297 =3 .22 =3z
Oox ox 2v/22 + 42 + 22
oraz
0 (;U) _r3—3x2r _7"2—3962
oz N 76 o
Analogiczne wzory sg dla pochodnych po y i z.
Zatem

A 0 x d vy 0 z r2 —3x%2 r?—-3y®> 12— 322
i —7 :A —_— —_— :A = U.
div (r3 T) (8:13 rs + Oy r3 + 0z r3> ( 7o + rd + 7o > 0

Nastepnie

3yz  3yz\ - 3xz  3xz\ - 3zy  3zy\ -

2.6. Praca sily w polu zachowawczym

Niech F bedzie potencjalnym polem wektorowym z potencjatem f. W fizyce energie poten-
cjalna czastki w punkcie (z,y, z) okreslamy jako p(z,y,2) = —f(z,y, 2). Zatem

—

F(x,y,z) = pr(x,y,z)

N
Jesli A, B sa dwoma punktami, to praca wykonana przez pole F' wzdtuz krzywej K o koncach
A, B wynosi

B
_
w :/A Fodi=—p(z,y,2)|} = p(A) — p(B).
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Zatem praca jest r6znica energii potencjalnych w punktach A i B. Jesli B jest punktem,
w ktérym potencjal wynosi 0, to W = p(A). Jest to klasyczne podejscie fizyczne, w ktérym
energie potencjalng okredla si¢ jako energie, ktora cialo posiada z racji swego polozenia.
Przypu$émy, ze czastka porusza sie od A do B wzdtuz krzywej K. Jej polozenie w chwili ¢
okreslone jest funkcjami

x=g(t), y=h(t), z=k(t), a<t<b.

Niech 7= xi +yj + 2k bedzie wektorem wodzacym punktu. Wtedy

_ d7 L dv
v=—, d=—.
dt’ dt
Mamy
B_, B b, 47 b,
W = Fodr= Fo—dt= F ovdt.
A a dt a
7 drugiej zasady dynamiki Newtona F = ma = m‘é—f , wiec
b - b b
1d 1 d 1 1
W = ’ m—otdt=m ’ Qa(ﬁq)dt: im/a a(vz)dt: §m1)2|2 = im[v(b)g—v(a)ﬂ

Ale %mvz jest energia kinetyczna czastki o masie m i predkosci v. Jezeli wiec K(A) i K(B)
sg energiami kinetycznymi czastki w punktach A i B odpowiednio, to

W = K(B) — K(A).

Zatem

lub
p(A) + K(A) = p(B) + K(B).

Ostatnia réwnos¢ stwierdza, ze gdy czastka porusza sie w polu zachowawczym od jednego
punktu do drugiego, to suma energii potencjalnej i kinetycznej pozostaje stala. Zatem catko-
wita energia si¢ nie zmienia. Ten fakt znany jest jako zasada zachowania energii. Ttumaczy
to tez nazwe pole zachowawcze.

3. Twierdzenia caltkowe

3.1. Twierdzenie Greena
W podstawowym kursie analizy matematycznej poznaje si¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. (Greena) Jezeli funkcje P(z,y) i Q(x,y) majq ciggle pochodne czgstkowe
w obszarze D zawierajgcym reqularng i zamknietq krzywq K i zawierajgcym obszar ograni-
czony tqg krzywq oraz jesli krzywa jest zorientowana dodatnio, to

0Q o
j{P(x,y)derQ(af,y)dy: // (82 - a]yD) dzdy.
K D

Twierdzenie to mozna sformutowaé w postaci wektorowej, bo funkcje P i Q okreslaja pole
wektorowe na plaszczyznie. Przyjmujac

— - - o
F(z,y)=Pi+Qj+0-k
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mozemy obliczyé rotacje

o o P\ -
rotf):fo}: :0.¢+0.j+(m_8)k.

dr Oy

Ve =
QFo~u
= Ple

N
7 drugiej strony, jesli T' = féz —I— j + ‘jzk; jest jednostkowym wektorem stycznym, to

Pdx+Qdy= P-d—x—i—Q-@ =F . -Tds.
ds ds

A zatem teze twierdzenia Greena mozna zapisaé w postaci

- = — o
]{FOTds://rotFOkdxdy (4)
D

K

Przydatnosé takiego zapisu staje sie bardziej widoczna, gdy rozwazamy tréjwymiarowy od-
powiednik tego twierdzenia znany jako twierdzenie Stokesa. Sformulujemy je nieco péznie;j.

3.2. Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa, nazywane takze twierdzeniem o dywergencji, podaje
zwigzek miedzy calka potréjna po objetosci, a catka powierzchniowa po zewnetrznej stronie
powierzchni zamknietej ograniczajacej te objetosé.

Najpierw podamy ”skalarna’ wersje tego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Niech V. C R3 bedzie obszarem ograniczonym powierzchniq zamknietq S,
a P(z,y,2),Q(z,y,2) i R(z,y,2) bedg funkcjami posiadajgcymi ciggle pochodne czgstkowe
pierwszego rzedu na obszarze V.. Wtedy

//dedz—l—dedz—i—Rdxdy—/// (81) aQ—l—aaR)dxdydz,

gdzie catka powierzchniowa liczona jest po zewnetrznej stronie powierzchni S.

— N = -
Sformutowanie ”wektorowe” uzyskamy wprowadzajac funkcje wektorowa F' = Pi+ Qj + Rk
i jednostkowy wektor 7 normalny do zewnetrznej strony powierzchni S w punkcie (z,y, 2).
Wtedy teza twierdzenia ma postac

//Tf’oﬁdsz// VoFdV, (5)
S \4
//?oﬁdsz///divz_fdv. (6)
S Vv

Catke powierzchniowa po lewej stronie wzoru nazywamy strumieniem pola wektorowego F
przez powierzchnie S. Ma to zwiazek z intuicyjnym pojeciem strumienia. Na przyklad,
jezeli polem wektorowym jest pole predkosci przeplywajacej cieczy, to strumien takiego po-
la oznacza ilo$¢ (mase) cieczy przechodzaca przez zadana powierzchnie w jednostce czasu.
W najprostszym przypadku pola statego jest to iloczyn wartoéci wektora pola przez pole
powierzchni S, a w ogdlnym przypadku jest to catka powierzchniowa.

lub

Definicja 5. Strumieniem pola wektorowego F przez powierzchnie S nazywamy calke
—
/ / FondsS.
s
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Przyktad. Niech S bedzie powierzchnia zamknieta ograniczajaca obszar przestrzenny @,
w ktorego wnetrzu znajduje sie poczatek ukladu wspolrz@dnych 0. Wykazac, ze dla pola
postaci F = 47, gdzie q jest stala, 7 = zi + yj + 2k oraz r = |7] strumien pola przez
powierzchnie S wynosi 47q, niezaleznie od ksztaltu powierzchni S.

D ow 6d. Nie mozna zastosowaé twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa bezposrednio, poniewaz
F nie jest ciagle w punkcie O. Niech S; bedzie sfera o $rodku O i promieniu a tak maltym,
ze S1 C Q. Niech @1 oznacza obszar lezacy miedzy powierzchniami S; i S. W tym obszarze
F jest ciagla i mozna zastosowaé twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa. Zatem

— — —
// diVFdV://FoﬁdS—F//FOﬁdS.
Q1 S S1

7Z lematu 1 wiemy, ze div F = 0. Zatem

//T?)oﬁdS:f//l_?)oﬁdS,
S S

z czego juz wynika, ze strumien nie jest zalezny od powierzchni S. Aby wykazaé, ze wynosi

on 4mq wystarczy obliczy¢ caltke
/ / Fo ndS.
S1

W powyzszej calce i oznacza wektor normalny do powierzchni skierowany na zewnatrz ob-
szaru, tzn. w przypadku powierzchni S; wskazuje on w kierunku poczatku uktadu. Zatem

—

i = —=, gdzie r = a. A zatem

_
/ FondS = —//737“0(—77‘ dS //—FoFdS //—dS—
S

= / dS——47ra = 4ngq.

Interpretacja fizyczna przykladu. Jedli w poczatku uktadu wspolrzednych umieScimy
tadunek ¢, to oddzialuje on na tadunek jednostkowy umieszczony w punkcie (z,y, 2) z sita

=
F(z,y,2) = %F, gdzie ¢ jest pewna stala. Wynik z powyzszego przykladu oznacza, ze

strumien sity F przez dowolng powierzchnie zamknieta zawierajaca poczatek uktadu wynosi
47eq, a zatem nie zalezy od ksztaltu powierzchni, a tylko od ¢. Jest to prawo Gaussa dla
elektrycznosci, ktére w Wikipedii ma nastepujace sformutowanie:

Strumien natezenia pola elektrycznego, przenikajocy przez dowolng powierzchnie zamknietq
w jednorodnym srodowisku o bezwzglednej przenikalnosci elektrycznej €, jest rowny stosunkowi
catkowitego tadunku znajdujgcego sie wewngtrz tej powierzchni do wartoéci tejze przenikal-
nosci.

3.3. Twierdzenie Stokesa

Twierdzenie Greena mozna uogdlni¢ na przypadek krzywej w przestrzeni regularnej i za-
mknietej, bedacej brzegiem powierzchni S.

Intuicyjne uzasadnienie. Jezeli w przestrzeni mamy powierzchnie S ktérej brzegiem jest
krzywa K, to catkowita rotacja pola F na tej powierzchni moze by¢ obliczana jako suma
rotacji po wszystkich czesciach tej powierzchni. Dzielimy wiec powierzchnie S na matle cze-
sci. Rotacja pola na kazdej z tych czedci jest cyrkulacja pola na brzegu tej czedci (patrz
Motywacja fizyczna na str. 6). Kluczowa rzecza jest fakt, ze kazda krawedz jednego kawalka,
ktoéra jest wspolna z drugim kawalkiem bedzie przy obliczaniu calek przechodzona dwa razy,
ale w kierunkach przeciwnych. Zatem te skladniki sie zredukuja. Pozostana tylko skladniki
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zwiazane z brzegiem obszaru, bo one sa przechodzone jednokrotnie. Wniosek koncowy jest
taki, ze calka z rotacji po powierzchni jest réwna cyrkulacji po brzegu tej powierzchni.

Twierdzenie 4. (Stokesa) JeZeli F jest funkcjq wektorowq magjgcq ciggle pochodne czgst-
kowe w obszarze D zawierajgcym powierzchnie S i krzywa K ograniczajgca te powierzchnie
jest zorientowana dodatnio, to

- = —
%FOTds://rotFOﬁdS, (7)
K s

gdzie ? jest jednostkowym wektorem stycznym do krzywej K , a 71 jest jednostkowym wektorem
normalnym do powierzchni S.

Przyktad. Obliczy¢ § yda + zdy + xd z, gdzie K jest okregiem w przestrzeni okreslonym

réwnaniami 22 + y? + 22 = a®> i 2 + y + z = 0, zorientowanym dodatnio gdy patrzymy
z dodatniej strony osi Ox.

Zastosujemy twierdzenie Stokesa przyjmumc ze S Jebt kolem o promieniu a lezacym w plasz-
czyznie x +y + z = 0. Mamy tutaj F = yi+ 2] + ak, wiec

rot F = =(0-1)i—1-0j4+0-Dk=—(G+j+k) =-[1,1,1].

< S"Qv <.
@ G
8 %"Qa >

Wektor normalny do plaszczyzny to [1,1,1], a jednostkowy wektor normalny to %[1, 1,1].
Zatem z twierdzenia Stokesa mamy

%yderzderrdzf//f— (1+1+1) S:—\/éf/ds*:\/?}m?
S

bo ostatnia calka powierzchniowa ma warto$¢ rowna polu kota.
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